Chapman - Kolmogorov Denklemi

Chapman — Kolmogorov Denklemi yiksek dereceli ve blyik boyutlu stokastik
matrislerle gahsildiginda kolaylik saglar. P bir stokastik matris olmak tzere

pm+m) — p(n) p(m)
E ={0,1,2,...} olmak tizere Vi,j € E igin
p? = P(Xnsi = j/ X = 1).
(n+m) _ (m) . (m)

Teorem 4 D;; = Ykeg Pk Py;j Vi,j eE (8)

Ispat.
0 n n+m

pi(}l+m) =P(Xnin=J/Xo=1)

= ZkEEP(Xm+n =], Xn = k/XO =1i)
(9)

P(Xmin =Jj, Xpn= k, Xo=1)
P(Xy =1)
(10)

P(Xm+n=j'Xn=k/XO =1i)=

(10) esitliginin sag tarafinin pay ve paydasi P(X,, = k, X, = i) ile garpilirsa

P(Xmin =), Xn =k/Xo =1)

_ P(Xm+n=J, Xn=k, Xo=i) P(Xn=k, Xo=1)
P(X0=i) P(Xn=k, X0=i)

P(Xopyn =J/Xn =k, Xo = 1)P(Xyy =k [Xo = 1)P(Xy = 0)
P(X, =)

=P(Xm+n=j/Xn=k)P(Xn=k/X0=i)



= P iy (11)

(11) ifadesi (9) da yerine yazilirsa teorem ispatlanmis olur.

Ornek. {X,,n = 0} bir Markov zinciri, durumuzayi E = { a, b, ¢} ve gegcis matrisi

1/2 1/4 1/4
pP= (2/3 0 1/3)
3/5 2/5 0

i P(Xl =b,X2 =C,X3 =a,X4_ =b/X0=C) =7
i.  P(X,., =b/X, =c)=?

Coézim.
i. P(Xl =b,X, =¢,X; =a,X, = b/XO = C) = PcbPbcPcaPab

ii.

8/15 3/10 1/6

17/30 9/40 5/24
p? =
(17/30 3/20 17/60)

P(Xps» =b/X, =¢) =pP =3/20

Veya Chapman-Kolmogorov esitligi ile de bulunabilir. E = {a, b, c}

PE;Z,) = Z Pck Prb

k€EE

= PcaPab T PcvPob + PecPcb

=32420+02=2
54 5 5 20

{X,,n = 0} Olasihk dagilimi
p](n) = P(Xn :])
olsun

p(n) = [po(n) p.(n) P, () ... ]
Burada



2 pr(m) =1

p;j(0) = P(X, =)
baslangig durum olasiliklari,
p(0) = [po(0) p,(0) p2(0) ...]
p(1) = p(0).P
p(2) =p(1).P

p(n) = p(n— P
olur.

p(n) = p(0)P"

Ornek. {X,,n >0} bir Markov zinciri, durum uzayi
olasiliklan
p1(0) =P(X, =1)=1/3
p2(0) = P(X, =2) =2/3
veya baslangic dagilimi
p(0) =[ p:(0), p,(0)]=[1/3,2/3]

biciminde ve bir adim gecis matrisi de asagidaki gibidir.

P=(03 o)

i. P(X2=2, X4_=1,X6=1,X18=1/X0=1)=?
ii. PX,=1,X,=2)=?
Coziim.

i PX, =2, X,=1,X;=1,X;5=1/X,=1) =

E ={1,2}, baslangic



2) (3) _(2). (12
péz)p§1)p§1)p§1 ) =0.0270

ii. PX,=1,X,=2)=Y2,PX,=0DP(X, =1, X;, =2/X,=1) =

=P(XO - 1)P(X2 - 1, X17 =2/X0 - 1)
+P(XO = Z)P(XZ = 1, X17 = Z/XO = 2)

2 15 2 15
= 005> + ppSipsY

Burada Stokastik bir matrisin ylksek dereceden kuvvetini bulma problemi karsimiza
¢ikar. Bu baglamda bir matrisin k-inci kuvvetini hesaplama islemi asagida veriliyor.



